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 ثلخيص

 وهي ما أدّث إلى 
ً
 ومىؼقيا

ً
 دقيقا

ً
اطياث هي التي حعلذ مىه مىطىعا إنّ أهميت البرهان في السٍ

طسوزة وطع مىظىمت االإسلماث. لنً عىدما جهىن هىاك قظاًا مهافئت لإخدي االإسلماث عىدها 

اطياث   اث أو صفاث مهافئت. فئن مىطىع السٍ اث هظسٍ مت فقؽ والأخسٍ
ّ
وعخبر واخدة منها مسل

على مسلماث مسخقلت. أي أهه ًسجنص على قظاًا أساسيت لا ًمنً بسهانها ولا ًمنً اسخيخاج  ًسجنص 

اض ي الشهيرة وأزبع  مت الاسخقساء السٍ
ّ
القظيت منها مً القظاًا الأخسي. في هرا االإقاى أجىاوى مسل

اض ي. إذا اعخبرها واخدة منها مسلمت فيجب  قظاًا مخهافئت وجهافئ مل منها مسلمت الاسخقساء السٍ

مت. 
ّ
ت ولا ًجىش اعخبازها مسل  اعخباز مل واخدة أخسي هظسٍ

 مقدمة

ماث التي ًسجنص عليها أي مىطىع علمي اوعهاساث إًجابيت على التربيت 
ّ
إنّ الإعسفت وفهم االإسل

في مل مجخمع إوساوي. لما أن معسفت معخقداث الشعىب وفهمها هي التي ججعل الحىاز بين 

 ومى 
ً
 مىؼقيا

ً
 ًسجنص على اخترام الآخس االإخخلف. فعىدما ًخم الخعسف الشعىب خىازا

ً
طىعيا

م القِيَمي الإجخمع ما ًمنً
ّ
خينها فهم أسباب سلىلياجه، ومىؼلقاث خىازاجه.  على السل

نخب في أي مً االإىاطيع العلميت عليه أن  . إن الري ًبدث وٍ
ً
هىن خينها الحىاز مىطىعيا وٍ

ماجه
ّ
ومصؼلحاجه. وعليه فئن أهميت البرهان في  ًهىن مؼلعا على أسس هرا العلم ومسل

، وهي ما أدّث، لرلو، إلى طسوزة 
ً
 ومىؼقيا

ً
 دقيقا

ً
اطياث هي التي حعلذ مىه مىطىعا السٍ

عخبر 
ُ
ماث عىدها ح

ّ
ماث. ولنً عىدما جىحد قظاًا مهافئت لإخدي االإسل

ّ
وطع مىظىمت االإسل

اث أو صفاث مهافئ اث هظسٍ عخبر الأخسٍ
ُ
مت، وح

ّ
اطياث إخداها فقؽ مسل ت. إن مىطىع السٍ

ًسجنص على مسلماث مسخقلت، أي أهه ًسجنص على قظاًا أساسيت لا ًمنً بسهانها ولا ًمنً 

مت، فئن جم إدخالها 
ّ
اسخيخاج القظيت منها مً القظاًا الأخسي. وجىحد قظاًا مهافئت للمسل

يبغي إخساحها أو إخساج ماث أصبدذ االإىظىمت غير مسخقلت، وٍ
ّ
مت  إلى مىظىمت االإسل

ّ
االإسل

اض ي الشهيرة  مت الاسخقساء السٍ
ّ
االإهافئت لها مً هره االإىظىمت. في هرا االإقاى جم جىاوى مسل
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اض ي، وإذا اعخبرث واخدة منها  مت الاسخقساء السٍّ
ّ
وأزبع قظاًا مخهافئت وجهافئ مل منها مسل

مت. 
ّ
ت ولا ًجىش اعخبازها مسل مت فيجب اعخباز مل واخدة أخسي هظسٍ

ّ
 مسل

 هرا االإقاى جهافؤ الصفاث الآجيت للأعداد الؼبيعيت:هبرهً في 

اض ي: اذا ماهذ  .أ  ت في مجمىعت الأعداد الؼبيعيت  Aبديهيت الاسخقساء السٍ  مجمىعت مدىٍ

N  : 1 .  1وإذا جدقق الشسػانA   َإذا [.   2و  kA  ّفئنk+1A  ّفئن ,]A=N . 

اض ي: اذا ماهذ  .ب  ت الاسخقساء السٍ  nصىزة قظيت مخعلقت باالإخغير الؼبيعي   P(n)هظسٍ

 صىاب[ P(k+1)صىاب فئنّ  P(k)اذا مان [. 2صىاب وَ   P(1). 1فئذا جدقق الشسػان: 

 . ػبيعي  nصىاب لهل   P(n)فئنّ . 

ت الاسخقساء االإىسّع: إذا ماهذ  .ج  فئذا  nصىزة قظيت مخعلقت باالإخغير الؼبيعي  P(n)هظسٍ

إذا ماهذ [. 2صىاب وَ  P(1). 1جدقق الشسػان: 

       1 2 3 ......P P P P k   
صىاب فئنّ  1P k 

صىاب[. فئنّ 

 P n
 = وأًظًا(. ػبيعي. )  nصىاب لهل 

مبدأ الحدّ الأصغس: لهل مجمىعت غير فازغت حصئيت للأعداد الؼبيعيت ًىحد خدّ أصغس  .د 

 ما ًمنً. 

هـ. مبدأ الحدّ الألبر: لهل مجمىعت غير فازغت حصئيت للأعداد الؼبيعيت ومدصىزة مً أعلى 

 ألبر ما ًمنً.  ًىحد خدّ 

ىحد  ø≠ANهص مهافئ: إذا ماهذ  ه ًىحد  xAلهل  x≤mبديث أن  mNوٍ
ّ
 x0Aفئه

 هى الحد الألبرxA( .x0  .)لهل  x≤x0بديث أن 

 مساخل البرهان:
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، وجدقق الشسػين nصىزة قظيت جخعلق باالإخغير الؼبيعي  P(n): لخنً ب←بسهىت أ

. خسب 1A( فئنّ 1. خسب الشسغ )A{=nصىاب |  P(n)ػبيعي و nاالإرمىزًٍ. هسمص }

 P(n). لرلو k+1Aفئنّ  kAإذا  ↔صىاب P(k+1)صىاب فئنّ  P(k)الشسغ ب: اذا 

 ػبيعي.  nصىاب لهل 

وجدقق الشسػين  nصىزة قظيت مخعلقت باالإخغير الؼبيعي  P(n) لخنً: ج←بسهىت ب

q(k)=P(1) االإرمىزًٍ في ج. هسمص  P(2)   ……………… P(k) بما أن .q(1)=P(1)  وبما أن

P(1)  ّصىاب فئنq(1)  .صىاب 

P(1) خسب الشسغ: اذا )  P(2)  ……………… P(k  ّصىاب فئنP(k+1)  ،صىاب

 وسخيخج أن   P(k+1)(P(1)   P(2) ……………… . P(k  .صىاب 

ػبيعي، لرلو  nصىاب لهل  q(n)صىاب، لرلو فئن  q(k+1)صىاب فئنّ  q(k)أي أن: اذا 

P(n)  صىاب لهلn  .ػبيعي 

 P(n)صىاب وأًظًا. . . . . . . . . وأًظًا  P(2)صىاب وأًظًا   P(1) ↔صىاب  q(n))جرلس: 

 ػبيعي(.  kصىاب لهل   P(k) ↔صىاب 

عسّف صىزة القظيت ؛ k. لهل ø≠ANد: لخنً  ←بسهىت ج
ُ
لهل مجمىعت  P(k)ػبيعي و

ت لِـ  Nحصئيت لِـ  صىاب. لأنّ مل مجمىعت  P(1)ًىحد خدّ أصغس ما ًمنً. واضح أن  kوخاوٍ

ت للعدد  Nحصئيت لـ   . 1خدها الأصغس هى العدد  1وخاوٍ

 

P(1) هفسض أن )  P(2)……………… P(k  صىاب وهبرهً أنP(k+1)  ًصىاب. لخن

MN  وk+1M إذا مان .{1,2,…. . ,k}∩M=ø  ّفئنk+1  هى الحد الأصغس للمجمىعتM 

يخهي الأمس(. إذا مان  . بما أن k0Mو  k0≤kو  k0لرلو ًىحد  M≠ø∩{k, . .…,1,2})وٍ

P(k0)  صىاب لرلو ًىحد للمجمىعتM  خد أصغس ما ًمنً. لرلوP(k+1)  .قظيت صىاب 



 علي عثمان

 23 صفدت ،(3172) 7 العدد 76 حامعت، االإجلد

ت الاسخقساء االإىسّع فئنّ   ø≠BNػبيعي. إذا ماهذ  nقظيت صىاب لهل  P(n)خسب هظسٍ

خد أصغس ما  Bصىاب لرلو ًىحد في  P(n0)بما أن ، و n0Bػبيعي بديث أن  n0فيىحد 

 ًمنً. 

ػبيعي   m0مدصىزة مً أعلى، أي أهه ًىحد Aوهفسض أن  ø≠AN: لخنً هـ←بسهىت د 

 ًىحد خدّ ألبر ما ًمنً.  A. عليىا أن هثبذ أن لِـ xAلهل  x≤m0بديث أن 

 

عسف }
ُ
. لرلو ، خسب مبدأ m0Bوَ  BNمً الىاضح أن  xA |j=}Bلهل  x≤jو  jNو

. إذا xAلهل  x≤k0. واضح أن k0هسمص له  خد أصغس ما ًمنً Bالقيمت الصغسي، ًىحد لِـ 

أصغس  k0. وهرا ًدىاقع مع مىن k0-1B، لرلو فئن xAلهل  x≤k0-1فئنّ  k0Aمان 

 . Aهى الحد الألبر في  k0غير ممنىت. لرلو  k0A. فالحالت Bخدّ في 

اض ي. عليىا أن هثبذ أن  AN: لخنً أ←بسهىت هـ  وجدقق شسػي بديهيت الاسخقساء السٍ

A=N عسِّف لهل
ُ
 ػبيعي : k . و

{xN  َوx≤k  َوxA|x=}Bk ًنفي أن هبرهً أن .Bk=ø  لهلk  1ػبيعي. بما أنA  ّفئن

B1=ø  هبرهً بالفسض الخاػئ . هفسض أهه ًىحدm  ػبيعي بديث أنBm≠ø بما أن .Bm 

، خسب مبدأ m0فئهه ًىحد لها خد ألبر ما ًمنً هسمص له بـ  mمدصىزة مً أعلى بىاسؼت 

، فبعد 2Aوَ  1A. خسب شسغ الاسخقساء وبما أن m0Aالقيمت العظمى. واضح أن 

m0-1  مساخل هخىصل إلى أنm0A  وهرا ًدىاقع مع مىنm0A لرلو فالفسض .

 . A=Nػبيعي. لرلو  nلهل  Bn=øخاػئ. لرلو فئنّ 

ههىن قد بسهىا أنّ مل صفخين مً الصفاث الخمس االإرمىزة للأعداد الؼبيعيت  بهرا

 مخهافئخان. 

 . أ ← سؤاى: بسهً بشهل مباشس أنّ د

 وجدقق شسػي بديهيت الاسخقساء، أي أن: ANبسهان: لخنً 
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1. 1A 

 .  k+1Aفئن    kAإذا  .2

 بالاعخماد على مبدأ القيمت الصغسي. وعسف االإجمىعت: A=Nعليىا أن هبرهً أن 

 {nN  َوnA |n=}B . 

قت الفسض الخاػئ هفسض أن   لرلو فدسب مبدأ القيمت الصغسي ًىحد  B≠øخسب ػسٍ

mB  وهى الحد الأصغس فيB لرلو .m-1B  لرلوm-1A اهدبه(m>1 خسب شسغ .)

. mB، وهرا ًدىاقع مع مىن mB، لرلو  mA، لرلو  m-1+1Aالاسخقساء فئنّ 

 . A=Nأي أن  B=øلرلو فالفسض خاػئ. لرلو 

 . د←سؤاى: بسهً بشهل مباشس أن أ

 ًىحد خد أصغس ما ًمنً.  A. عليىا أن هثبذ أن لِـ ø≠ANبسهان: لخنً 

 . وعسف االإجمىعت:= A∩ Tk{k, . .…,1,2ػبيعي هسمص: } kلهل 

  {ø Tk=   أو لـTk ًًىحد خدّ أصغس ما ًمنk| =}B 

1) 1B 1لأن: اذا مانA  1فهى العدد الأصغس واذا مانA  ّفئنø=A∩{1} . 

 . k+1Bوهبرهً أن  kBهفسض أن   (2

والعدد  A∩{1,2,…. ,k,k+1}≠ø, لرلو m0فيىحد لها خد أصغس   A∩{1,2,…. ,k}≠øلى مان  

m0 ( هى خدها الأصغسm0≤k لى مان .)A∩{1,…. . ,k}=ø   فئما أن ًهىن أًظًاA∩{1,2,…. 

,k,k+1}=ø   أوA∩{1,2,…. ,k,k+1}={k+1} فيهىن العدد .k+1  هى الحد الأصغس، لرلو

k+1B اض ي فئن  . B=N. خسب الاسخقساء السٍ

لرلو لهره االإجمىعت  A∩{1,2,……,n}≠øػبيعي بديث أن  nلرلو ًىحد  A≠øبما أن 

هى الحد الأصغس  m0. هرا الحد  m0ًىحد خد أصغس ما  لأنّها مجمىعت نهائيت، هسمص له 

 . Aللمجمىعت 
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ملاخظت: بما أن حميع هره الصفاث مخهافئت ولا ًمنً بسهان أي منها دون الؤسخعاهت 

اث  بئخدي الصفاث الأخسي فيمنً اعخباز مل منها مسلمت اث هظسٍ )بديهيت( واعخباز الأخسٍ

اض ي هي أوى الصفاث التي اعخبرث الاسخقساءهابعت مً البديهيت. بديهيت  بديهيت ومً  السٍ

 االإمنً الاقخىاع بصىابها على الىدى الخالي:

. هفهم مً الشسػين أن k+1Aفئنّ  kAولرلو إذا مان  1Aو جدقق  ANلخنً 

العىصس الري  Aهى عىصس في االإجمىعت ومً الشسغ الثاوي هفهم أن لهل عىصس في  1العدد 

  ... وإلخ 3Aلرلو  2Aلرلو  1A. بما أن Aًليه هى أًظًا عىصس في 

اطياث في االإسخلت الؤعدادًت لهره الصفاث للأعداد  م السٍ
ّ
في الىاقع لا ًخعسّض معل

الؼبيعيت، لنً مً الظسوزي أن ًدزسها بعمق أثىاء دزاسخه الأمادًميت، ختى ًصداد 

اث بالشهل  اطيت ولخابت هصىص الىظسٍ ت أثىاء حعسٍف الاصؼلاخاث السٍ
ّ
اهخمامه بالدق

م مىطىع الصحيذ ومعسفت مسا
ّ
م االإعل

ّ
عل ٌُ اطيت. عىدما  خل البرهان أثىاء بسهان القظاًا السٍ

عسّف لخلاميره مخىاشي الأطلاع : هى شهل زباعي فيه مل طلعين مخقابلين  ٌُ مخىاشي الأطلاع، 

ين )وهى حعسٍف اشخقّ مىه اسم الشهل "مخىاشي أطلاع"(.  ثمّ  ًخعسف الؼالب على مدساوٍ

( مل طلعين مخقابلين ii( قؼساه ًىصّف مل منهما الآخس. )i) طلاع:الصفاث الآجيت الإخىاشي الأ 

ان.   فيه مدساوٍ

(iii( .خان خين مخقابلخين فيه مدساوٍ ان. iv( مل شاوٍ ان ومدساوٍ  ( فيه طلعان مخىاشٍ

 

م بأن مل واخدة مً هره الصفاث إن جدققذ في شهل زباعي فئنّ الشهل هى بالظسوزة 
ّ
وعل

ٌعني أن مل واخدة مً هره الصفاث جهافئ الخعسٍف. لرلو مً االإمنً مخىاشي الأطلاع. هرا 

 .
ً
أن جهىن مل واخدة مً هره الصفاث هي حعسٍف مخىاشي الأطلاع. لنً هرا ًبدو مصعجا

 مً صفت الخىاشي بين مل طلعين مخقابلين. 
ً
والسبب هى مىن الاسم ،مخىاشي أطلاع، مشخقا

 الاسم "شهل زباعي 
ً
فه بخمس إمهاهياث لى أػلقىا عليه مثلا سىيّ" لهان بالإمهان حعسٍ

م مً جلاميره أن ًبرهىىا جهافؤ مل صفخين مً صفاث مخىاشي الأطلاع. 
ّ
مخخلفت. ًؼلب االإعل
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م إلى فنسة الدوزاهيت في 
ّ
ًقىى الخلامير إن عليهم بسهان عشس قظاًا. عىدها ًىحههم االإعل

اخل البرهان خسب االإخؼؽ البرهان لاخخصاز عدد االإساخل. فيقترح عليهم جىفير مس 

 الدوزاوي الآحي:
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Proof in the math class 

Ali Othman 

The importance of Mathematical proof made mathematics an exact and logic 

science and led to the necessity of the axioms system. However, when there are 

cases equivalent to one of the axioms, one is considered an axiom and the others 

are related to as theories or of equivalent attributes. Mathematics science is based 

on independent axioms, namely on fundamental cases that cannot be proven or 

derived from other cases. In this article, the induction axiom as well as four 

equivalent cases are addressed. Each of the four cases are equivalent to the 

induction axiom. If we consider one of them to be undisputed the others cannot 

be accepted but theories. When one case (induction) is considered an axiom, the 

other four are related to as theories.  

 


